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L’Application Canonique J : H˜2(X)⊗̂H˜2(X)→ H˜1(X⊗̂X)
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Re´sume´ : On introduit la proprie´te´ H1-projective, et on l’utilise pour construire un espace de Banach
X pour lequel l’application canonique J : H˜2(X)⊗̂H˜2(X)→ H˜1(X⊗̂X) n’est pas surjective.
The Natural Map J : H˜2(X)⊗̂H˜2(X)→ H˜1(X⊗̂X)
is not Surjective in General
Abstract : We introduce the H1-projective property, and use it to construct a Banach space X such
that the natural map J : H˜2(X)⊗̂H˜2(X)→ H˜1(X⊗̂X) is not onto.
Abridged English Version
In this Note all Banach spaces considered are complex. Let T denote the interval [0, 2π]. For p ∈ [1,+∞[
and for a banach space X , let H˜p(X) be the closed subspace of Lp(T;X) spanned by analytic polynomials
with coefficients in X .
If T : X → Y is a linear operator between two Banach spaces. Then the formula
T˜
(
m∑
n=0
znxn
)
=
m∑
n=0
znT (xn)
defines an operator T˜ : H˜p(X)→ H˜p(Y ) with the same norm.
We will say that X is H1-projective, if there exists a metric surjection σ : ℓ1(I) → X –i.e. σ∗ is an
isometric embedding– such that σ˜ is a surjection from H˜1(ℓ1(I)) onto H˜1(X). It is easy to see that X is
H1-projective, if and only if, H1(C)⊗̂X = H˜1(X); and that such a space is of cotype 2. See [K ].
For F =
∑m
0 hn ⊗ gn ∈ H˜
2(X)⊗̂H˜2(Y ), we denote by J(F ) the element in H˜1(X⊗̂Y ) defined by
J(F )(z) =
m∑
0
hn(z)⊗ gn(z).
It is easy to check that
||J(F )||
H˜1(X⊗̂Y )
≤ ||F ||
H˜2(X)⊗̂H˜2(Y )
hence one can extend J to an operator – still called J – from H˜2(X)⊗̂H˜2(Y ) into H˜1(X⊗̂Y ) of norm one.
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Gilles Pisier shows in [P1] that this operator is onto for many couples of Banach spaces (X,Y ), for
instance if X and Y are type 2 spaces, or 2-convex Banach lattices.
Our purpose in this Note, is to construct a Banach space X such that the operator J associated to the
couple (X,X) is not onto. To this end, we use the fact that if X is H1-projective, then J : H˜2(X)⊗̂H˜2(X)→
H˜1(X⊗̂X) is onto, if and only if, X⊗̂X is H1-projective. It is then enough to find X which is H1-projective
while X⊗̂X is not H1-projective for some strong reason as being of no cotype. The construction is an
adaptation of some ideas from [P2] and [P3]. Indeed, we prove the following theorem.
Theorem. Every H1-projective Banach space E can be isometrically embedded in an H1-projective space
X such that X⊗̂X = X
∨
⊗X .
It is not difficult to find a space X satisfying the preceding theorem and such that both X and its dual
X∗ are of cotype 2, and satisfy Grothendieck’s theorem. Only a minor modification of the construction is
needed to prove this assertion.
1.DE´FINITIONS ET NOTATIONS:
Les espaces conside´re´s sont des espaces de Banach complexes. Soit X un espace de Banach, et p ∈
[1,+∞[, on note H˜p(X) l’adhe´rence dans Lp(T;X) des polynoˆmes analytiques a` coefficients dans X . (T
e´tant [0, 2π]).
Si T : X → Y est un ope´rateur borne´ d’un espace de Banach X dans un autre Y , alors la formule
T˜
(
m∑
n=0
znxn
)
=
m∑
n=0
znT (xn)
de´finit un ope´rateur borne´ T˜ : H˜p(X)→ H˜p(Y ) de meˆme norme.
On dira que X est H1-projectif, s’il existe un ensemble I, une surjection me´trique σ : ℓ1(I) → X (i.e.
σ∗ est une injection isome´trique) et une constante K telle que
∀g ∈ H˜1(X), ∃h ∈ H˜1(ℓ1(I)) : σ˜(h) = g et ||h||
H˜1(ℓ1(I))
≤ K||g||
H˜1(X)
(1)
pour alle´ger l’e´criture, on se contente d’exprimer ce qui pre´ce`de en e´crivant simplement “X est H1(K,σ, I)”.
En effet cette proprie´te´ est e´quivalente a` H˜1(C)⊗̂X = H˜1(X), ce qui justifie la terminologie “X est H1-
projectif ”.
d’apre`s une remarque dans [HP], si X est H1-projectif, alors X ve´rifie aussi (1) en remplac¸ant H˜1 par
H˜p.
On dira que (X,Y ) a la proprie´te´ P(c) si Y est un sous-espace ferme´ de X et si le quotient Q : X → X/Y
ve´rifie
∀g ∈ H˜1(X/Y ), ∃h ∈ H˜1(X) : Q˜(h) = g et ||h||
H˜1(X)
≤ c||g||
H˜1(X/Y )
(2)
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Si I ⊂ J , on notera s l’injection canonique de ℓ1(I) dans ℓ1(J), de´finie par s(x)(j) = xj si j ∈ I, et
s(x)(j) = 0 si j 6∈ I.
Si F =
∑m
0 hn ⊗ gn ∈ H˜
2(X)⊗̂H˜2(Y ), on appelle J(F ) l’e´le´ment de H˜1(X⊗̂Y ) de´fini par
J(F )(z) =
m∑
n=0
hn(z)⊗ gn(z).
Il est facile de ve´rifier que
||J(F )||
H˜1(X⊗̂Y )
≤ ||F ||
H˜2(X)⊗̂H˜2(Y )
et donc J s’e´tend, par densite´, en un ope´rateur (note´ encore J) de H˜2(X)⊗̂H˜2(Y ) dans H˜1(X⊗̂Y ).
Dans [P1], Gilles Pisier de´montre que cet ope´rateur est surjectif, pour une large classe de couples
d’espaces (X,Y ), par exemple, si X et Y sont de type 2, des treillis de Banach 2-convexes ou des espaces
L∞.
Le but de cette Note est de donner un exemple d’espace X , tel que l’ope´rateur J associe´ au couple
(X,X) ne soit pas surjectif.
2.THE´ORE`MES :
La proposition suivante explique la raison pour laquelle on a introduit la notion de H1-projectivite´.
Proposition 1. Soient X et Y deux espaces H1-projectifs. Les assertions suivantes sont e´quivalentes.
1. X⊗̂Y est H1-projectif.
2. L’application J : H˜2(X)⊗̂H˜2(Y )→ H˜1(X⊗̂Y ) est surjective.
Preuve: 1. ⇒ 2. Ceci est immediat en notant que H1⊗̂X⊗̂Y est toujours contenu dans l’image par J
de H˜2(X)⊗̂H˜2(Y ).
2.⇒ 1. Supposons que X est H1(K,σ1, I) et que Y est H1(K,σ2, J). Rappelons que
ℓ1(I × J) = ℓ1(I; ℓ1(J)) = ℓ1(I)⊗̂ℓ1(J).
Soit σ : ℓ1(I)⊗̂ℓ1(J)→ X⊗̂Y de´finie par σ(α⊗β) = σ1(α)⊗σ2(β). σ est clairement une surjection me´trique.
Soit F ∈ H˜1(X⊗̂Y ), alors d’apre`s 2. il existe H =
∑∞
0 hn ⊗ gn dans H˜
2(X)⊗̂H˜2(Y ) tel que
J(H) = F et
∞∑
n=0
||hn||H˜2(X)||gn||H˜2(Y ) ≤ c||F ||H˜1(X⊗̂Y ).
D’apre`s l’hypothe`se de H1-projectivite´ de X (resp. Y ), et en utilisant la remarque de [HP], on trouve, pour
chaque n ≥ 0 une fonction h′n ∈ H˜
2(ℓ1(I)) (resp. g′n ∈ H˜
2(ℓ1(J))), telle que σ˜1(h
′
n) = hn (resp. σ˜2(g
′
n) = gn),
et telle qu’on ait la majoration suivante ||h′n||H˜2(ℓ1(I)) ≤ K
′||hn||H˜2(X) (resp. ||g
′
n||H˜2(ℓ1(J)) ≤ K
′||gn||H˜2(Y )).
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Conside´rons l’application canonique
J1 : H˜
2(ℓ1(I))⊗̂H˜2(ℓ1(J)) −→ H˜1(ℓ1(I)⊗̂ℓ1(J)),
et soit G =
∑∞
0 h
′
n ⊗ g
′
n, on a clairement
||G||
H˜2(ℓ1(I))⊗̂H˜2(ℓ1(J))
≤ cK ′
2
||F ||
H˜1(X⊗̂Y )
et
∀z ∈ T, σ˜(J1(G))(z) = σ(J1(G)(z))
=
∞∑
n=0
σ1(h
′
n(z))⊗ σ2(g
′
n(z))
=
∞∑
n=0
hn(z)⊗ gn(z) = F (z)
donc
σ˜(J1(G)) = F et ||J1(G)||H˜1(ℓ1(I×J)) ≤ cK
′2||F ||
H˜1(X⊗̂Y )
et ceci de´montre la proposition.
Nous utiliserons aussi le re´sultat suivant de [K]:
Proposition 2. Si E est H1-projectif, alors E est de cotype 2.
Il suffit donc de construire un espace H1-projectif X , tel que X⊗̂X ne le soit pas, c’est le cas si ce
dernier n’a pas de cotype. L’espace du the´ore`me 6 ci-dessous fournit donc l’exemple cherche´.
Re´sumons la construction suivante de [P2], voir aussi [P3]:
E0, B, et S sont des espaces de Banach, S est un sous-espace ferme´ de B, et i : S →֒ B est l’injection
canonique. Soit u : S → E0 un ope´rateur de norm ≤ η ≤ 1; alors il existe un espace de Banach E1, un
ope´rateur u˜ : B → E1 et une injection isome´trique j : E0 →֒ E1, tels que ||u˜|| ≤ 1 et u˜◦i = j◦u.
B
u˜
−−−→ E1
i
x xj
S
u
−−−→ E0
En effet, soit B1 = B⊕1E0, c’est B×E0 muni de la norme ||(b, e)|| = ||b||+ ||e||, soit le sous-espace ferme´
Γ(u) = {(t,−u(t)) : t ∈ S} de B1, et soit π : B1 → B1/Γ(u) la surjection canonique. On pose E1 = B1/Γ(u),
j(e) = π((0, e)), et u˜(b) = π((b, 0)); il est alors facile de ve´rifier que E1, j et u˜ ont les proprie´te´s requises.
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The´ore`me 3. Avec les meˆmes notations, on suppose que (B,S) a P(c), que B est H1(K,σ, I), E0 est
H1(KE0 , σ0, I0), et η ≤ (1 + c)/2. Alors, l’espace E1, obtenu dans la construction pre´ce´dente, est un espace
H1(KE1 , σ1, I1) avec
I0 ⊂ I1, j◦σ0 = σ1◦s, et KE1 = max(KE0 , 2cK).
Preuve: Soit I1 la re´union disjointe de I et I0. Soit σ
′ : ℓ1(I1) → B1 l’application de´finie par σ
′(x) =
(σ(x|I), σ0(x|I0 )), et σ1 = π◦σ
′ : ℓ1(I1)→ E1. Il est imme´diat de voir que σ1 est une surjection me´trique.
B
u˜
−−−→ E1
σ1
←−−− ℓ1(I1)
i
x xj xs
S
u
−−−→ E0
σ0
←−−− ℓ1(I0)
Soit f =
∑m
0 e
ik(.)ak ∈ H˜
1(E1) de norme ||f ||H˜1(E1)
< 1; pour tout k on a ak = π((yk, e¯k)). D’apre`s
P(c), il existe g =
∑m1
0 e
ik(.)xk ∈ H˜
1(B) telle que
Q˜(g) =
∑
k≥0
eik(.)Q(xk) =
∑
k≥0
eik(.)Q(yk)
et
||g||
H˜1(B)
≤ c
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
∑
k≥0
eik(.)Q(xk)
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
H˜1(B/S)
(2)
ou` Q : B → B/S est le quotient canonique.
On pose alors, pour k ≥ 0, ek = e¯k − u(xk − yk), d’ou` ak = π((xk, ek)), mais ||f ||H˜1(E1)
< 1, donc il
existe t : T→ S mesurable, telle que∫
T
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m1∑
k=0
eikθxk + t(θ)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
H˜1(B)
dm(θ) +
∫
T
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m1∑
k=0
eikθek − u(t(θ))
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
H˜1(E0)
dm(θ) < 1 (3)
notons α, β respectivement la premie`re et la seconde des inte´grales pre´ce´dentes. En utilisant (2) on a∫
T
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m1∑
k=0
eikθxk
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
H˜1(B)
dm(θ) ≤ cα (4)
et ∫
T
||t(θ)||
H˜1(B)
dm(θ) ≤ (1 + c)α (5)
et donc d’apre`s (3) et (5) ∫
T
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m1∑
k=0
eikθek
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
H˜1(E0)
dm(θ) ≤ β + η(1 + c)α ≤ β +
α
2
. (6)
Il en re´sulte que pour g =
∑m1
0 e
ik(.)xk ∈ H˜
1(B) (resp. g0 =
∑m1
0 e
ik(.)ek ∈ H˜
1(E0)), il existe
h ∈ H˜1(ℓ1(I)) (resp. h0 ∈ H˜
1(ℓ1(I0))) telle que σ˜(h) = g et ||h||H˜1(ℓ1(I)) ≤ K||g||H˜1(B) (resp.σ˜0(h0) = g0 et
||h0||H˜1(ℓ1(I0))
≤ KE0 ||g0||H˜1(E0)
).
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On de´finit alors,
h1(j, θ) =

h(j, θ) si j ∈ I
h0(j, θ) si j ∈ I0
On a imme´diatement σ˜1(h1) = f et
||h1||H˜1(ℓ1(I1))
≤ K||g||
H˜1(B)
+KE0 ||g0||H˜1(E0)
≤ max(KE0 , 2cK)
d’apre`s (4), (6) et le fait que α+ β < 1.
En raisonant par homoge´ne´ite´, on obtient alors le corollaire suivant:
Corollaire 4. On suppose que (B,S) ve´rifie P(c), que B est H1(K,σ, I), E0 est H1(KE0 , σ0, I0), et u : S →
E0. Alors il existe E1, une injection isome´trique j : E0 →֒ E1 et un ope´rateur u˜ : B → E0 tels que
1. E1 est H1(KE1 , σ1, I1), avec K1 = max(KE0 , 2cK)), I0 ⊂ I1 et σ1◦s = j◦σ0.
2. u˜|S = j◦u, et ||u˜|| ≤ 2(1 + c)||u||.
En suivant Pisier dans [P2], on en de´duit:
Corollaire 5. Soit {Bλ}λ∈Λ une famille d’espaces de Banach, telle que, pour tout λ ∈ Λ, l’espace Bλ est
H1(KBλ , σλ, Jλ), et Sλ un sous-espace ferme´ de Bλ tel que (Bλ, Sλ) ait P(cλ). On suppose
K = sup {KBλ : λ ∈ Λ} < +∞ et c = sup {cλ : λ ∈ Λ} < +∞.
On conside`re, d’autre part, un espace de Banach E0 ve´rifiant H1(KE0 , σ0, I0) et une famille d’ope´rateurs
{uλ : Sλ → E0}λ∈Λ. Alors, Il existe E1, une injection isome´trique j : E0 →֒ E1, tels que
1. E1 est H1(KE1 , σ1, I1) (avec K1 = max(KE0 , 2cK)) , I0 ⊂ I1 et σ1◦s = j◦σ0
2. Pour tout λ ∈ Λ, il existe u˜λ : Bλ → E1 qui ve´rifie u˜λ|Sλ = j◦uλ, et ||u˜λ|| ≤ 2(1 + c)||uλ||.
Preuve: On se rame`ne par homoge´ne´ite´ a` ∀λ ∈ Λ, ||uλ|| ≤ 1, et on pose
B = ℓ1({Bλ}λ∈Λ) =
{
(xλ)λ∈Λ : xλ ∈ Bλ et
∑
Λ
||xλ|| < +∞
}
et
S = ℓ1({Sλ}λ∈Λ) =
{
(xλ)λ∈Λ : xλ ∈ Sλ et
∑
Λ
||xλ|| < +∞
}
.
On ve´rifie que (B,S) a la proprie´te´ P(c), et que B est H1(K,Σ, J) ( ou` J est la re´union disjointe de la
famille {Jλ}λ∈Λ, et Σ est de´finie par Σ((xλ)λ∈Λ) = (σλ(xλ))λ∈Λ). On de´finit alors, u : S → E0 par
u((xλ)λ∈Λ) =
∑
Λ
uλ(xλ),
et on applique le corollaire 4.
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The´ore`me 6. Il existe une constante nume´rique κ, telle que, pour tout espace E0 qui est H1(µ, σ0, I0) avec
µ ≥ κ, on peut trouver un espace E1 qui est H1(µ, σ1, I1), et une injection isome´trique j : E0 →֒ E1, telle
que
1. I0 ⊂ I1 et σ1◦s = j◦σ0.
2. Pour tout u ∈ E0 ⊗ E0 on a
||j ⊗ j(u)||E1⊗ˆE1 ≤ c(µ)||u||E0⊗ˇE0 .
Preuve : Pour p ∈ [1,+∞[, on note Lpn l’espace C
n muni de la norme
||x||p =
(
1
n
n∑
k=1
|xk|
p
)1/p
,
et on note in : L
2
n → L
1
n l’application identite´. On sait par une variante d’un the´ore`me de Kasˇin ([P3];
Chapitre 7), que l’on peut trouver une de´composition orthogonale; L23n = D
1
n ⊕ D
2
n ⊕D
3
n, avec dimD
k
n =
n, (k = 1, 2, 3) et une constante δ > 0, telles que, pour k = 1, 2
∀x ∈ Dkn ⊕D
3
n, on a δ||x||2 ≤ ||i3n(x)||1 ≤ ||x||2.
Pour k = 1, 2 on conside`re le quotient
Qkn : L
1
3n → B
k
n = L
1
3n/i3n(D
k
n),
et on pose Skn = Q
k
n(D
3
n).
Remarquons que
Bkn/S
k
n = L
1
3n/i3n(D
k
n ⊕D
3
n),
donc en utilisant le lemme ci-dessous (voir [K] pour une de´monstration utilisant un re´sultat de [BD]), on
voit facilement que les Bkn sont H
1-projectifs, avec des constantes majore´es inde´pendamment de n, et que
les couples (Bkn, S
k
n) ve´rifient P(c) pour un c inde´pendant de n.
Lemme. On suppose qu’il existe δ > 0, et des sous-espaces Yn ⊂ L
1
n tels que ∀n, ∀x ∈ Yn : δ||x||2 ≤ ||x||1.
Alors, il existe K telle que, si σn : L
1
n → L
1
n/Yn est l’application quotient, on a
∀f ∈ H˜1(L1n/Yn), ∃g ∈ H˜
1(L1n) : σ˜n(g) = f et ||g||H˜1(L1
n
)
≤ K||f ||
H˜1(L1
n
/Y
n
)
.
Soit {uk,n,ℓ}ℓ∈Λk
n
la famille des ope´rateurs de Skn dans E0. On pose
Λ =
⋃{
(k, n)× Λkn : k = 1, 2 et n ≥ 1
}
.
Si λ = (k, n, ℓ) ∈ Λ, on de´finit
(Bλ, Sλ, uλ) = (B
k
n, S
k
n, uk,n,ℓ).
Le corollaire 5 s’applique alors a` cette famille, et on trouve E1 ve´rifiant le premier point du the´ore`me;
par contre le deuxie`me point est de´montre´ en utilisant le point 2. du corollaire 5 dans [P3], p.141.
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The´ore`me 7. Tout espace de Banach H1-projectif E est isome´triquement contenue dans un espace de
Banach H1-projectif X , tel que X⊗̂X = X
∨
⊗X .
En effet, si E0 = E est H
1(µ, σ0, I0), alors en applicant le the´ore`me 6 a` E0 puis a` E1, E2 etc., on
construit {(En, jn)}n≥1 ou` jn : En →֒ En+1 est une injection isome´trique,En estH
1(µ, σn, In) avec In ⊂ In+1
et jn◦σn = σn+1◦sn;
E0
j0
−−−→ E1
j1
−−−→ . . . En
jn
−−−→ En+1
jn+1
−−−→ . . .xσ0 xσ1 xσn xσn+1
ℓ1(I0)
s0
−−−→ ℓ1(I1)
s1
−−−→ . . . ℓ1(In)
sn
−−−→ ℓ1(In+1)
sn+1
−−−→ . . .
de plus
∀u ∈ En ⊗ En, on a ||jn ⊗n (u)||En⊗ˆEn ≤ c(µ)||u||En+1⊗ˇEn+1 .
Prenons X la limite inductive de {(En, jn)}n≥1 qui peut eˆtre identifie´e a` ∪En. Notons I = ∪In. Il est
clair que ∪ℓ1(In) peut eˆtre conside´re´ comme un sous-espace dense dans ℓ
1(I). On de´finit alors σ : ℓ1(I)→ X
par σ(α) = σn(α) si α ∈ ℓ
1(In).
En utilisant des arguments standards de densite´, on de´montre que σ˜ est surjectif, et que X⊗̂X = X
∨
⊗X .
Ce qui de´montre le the´ore`me.
Remarques.
– Il n’est pas difficile de modifier la construction pee´ce´dente pour trouver X ve´rifiant le the´ore`me 7, et tel
que Xet son dualX∗ soient des espaces de cotype 2, ve´rifiant le the´ore`me de Grothendieck.
– Cet exemple montre aussi que le produit tensoriel projectif de deux espaces Hardy-convexifiables(cf.
[X]) n’est pas, en ge´ne´ral, Hardy-convexifiable.
– On peut aussi construire un espace de Banach X , H1-projectif, ayant la proprie´te´ d’approximation, et
tel que X⊗̂X ne soit pas H1-projectif.
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